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“Resisténcia dos materiais”, na mecnica, estuda esforcos internos

que atuam em estruturas, componentes de mdquinas, dispositivos

mecanicos e outros, e determina sua geometria para que resistam
aos carregamentos (solicitacoes) de forma segura.

Anteprojeto é afase—, O objetivo deste capitulo é prover o técnico de nivel médio de conhecimentos
inicial de um projeto. em resisténcia dos materiais, de modo que sejam possiveis a selecio e o dimen-
sionamento de estruturas, equipamentos e dispositivos.

Figura 2.1
Diagrama de blocos
geral para anteprojeto.

A figura 2.1 mostra de forma esquemdtica um anteprojeto que, necessariamen-

te, requer dimensionamento de dispositivos e selegao de materiais.

Anteprojeto:
- escolha dos materiais

- dimensionamento
1 Concepgao :----p| *Processos de
""""""" - fabricacdo

- desenhos

- custos

Viabilidade:
- técnica
- financeira

Projeto detalhado | --p---

Em nosso estudo,
denominamos
estrutura o conjunto

2.1 Esforcos internos nas estruturas

de elementos A figura 2.2 indica esquematicamente uma estrutura em equilibrio sob a¢do de
resistentes de uma esforgos externos. Sao considerados esforgos ativos o peso préprio da estrutura e
construcdo qualquer. as cargas que nela atuam (P4, P, e P3).

As reagdes nos pontos A e B, devidas as cargas (P1, P2 ¢ P3), sao denominadas
esforgos reativos.

As reagoes de apoio devidas as cargas aplicadas nos pontos C, D ¢ E ocorrem
porque a agdo dessas cargas se transmite aos apoios A e B através do material
constituinte das barras da estrutura. Por causa dessa transmissao, em todas as
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partes internas da barra, hd solicitagdo do material e este opoe certa resisténcia,
que se manifesta sob forma de esforcos resistentes, denominados tensoes.

Figura 2.2
Desenho esquemdtico
de uma estrutura.
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2.1.1 Classificacdo dos esforcos

Suponhamos que a estrutura em equilibrio da figura 2.2 seja cortada por uma
secao transversal S, de modo a separar essa estrutura em dois corpos livres, AS e
SB, indicados como partes I e II respectivamente.

Para manter qualquer uma dessas partes em equilibrio, e nas mesmas condigoes
anteriores ao corte, é necessdrio aplicar, nos diversos pontos da se¢ao transversal,
os esfor¢os que atuavam anteriormente ao corte.

Considerando o corpo livre AS, cuja segdo transversal é indicada na figura 2.3,
os esforgos internos equivalentes aplicados ao centro de gravidade sao represen-
tados por uma forca resultante R e um momento M.

Figura 2.3
Representacao da secao
(1 R transversal do trecho AS.

A forca R pode ser decomposta em duas componentes, uma normal (N), per-
pendicular 2 secdo, e outra cortante (Q), paralela a secio. Essa decomposicio
pode ser observada na figura 2.4.




MECANICA |

A for¢a normal pode ser de tragao ou compressio, dependendo do sentido
da forga.

A figura 2.4 ilustra esquematicamente a decomposi¢ao do momento no plano
da se¢do, denominado momento torgor (M), e no plano perpendicular ao pla-
no da secio, denominado momento fletor (M).

Figura 2.4
Indicacao esquemdtica
das forcas e planos de

N = forca normal

Q = forca cortante
M= momento fletor
M= momento torgor

acdo dos momentos.

A figura 2.5 mostra esquemas dos diferentes tipos de esforcos internos inde-

Figura 2.5 pendentes que atuam em uma barra. N, Q, M ¢ M; denominam-se esforgos
Acio dos esforcos internos solicitantes e sao importantes no cdlculo das tensoes internas nas
. estruturas.
independentes na barra.
Q
M M Mt
- (=) (¥
N N
Mt
Q

Em resumo, a classificagao dos esforcos pode ser feita da seguinte maneira:

f EXTERNOS { Ativos: forcas ou momentos

Reativos: reagoes de apoio

forca normal (N)
Solicitant forga cortante (Q)
ESFORCOS OHCIRANTES Y homento fletor (M)

INTERNOS < momento torcor (M)
tensdes normais (O)

| | Resistentes { tensoes de cisilhamento

©

2.1.2 Exemplos de carregamentos

Para cada tipo de solicitagdo idealizada (a esquerda na figura 2.6), podemos ob-
servar seu carregamento em uma estrutura real (a direita).
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Figura 2.6
~ - Exemplos de
SOLICITACAO EXEMPLOS PRATICOS
carregamentos.
Tracao

Compressao

Cisalhamento

) P
T

Flexao

2.2 Propriedades mecanicas dos materiais

. A volv . - iais,
Todos os projetos mecanicos envolvem diretamente a selecao de materiais, em
que sdo levados em conta critérios técnicos e econdmicos. Por esse motivo ¢ in-
dispensével seu conhecimento.
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Figura 2.7
Barra prismatica sob
acdo de uma carga F.

€: épsilon, letra do
alfabeto grego.

Nesta se¢ao sio introduzidos alguns conceitos fundamentais relativos as proprie-
dades dos materiais, como a ductilidade, o médulo de elasticidade, regies de
um gréfico de tensio por deformagio e outros.

2.2.1 Materiais ducteis e frageis

Os materiais metdlicos utilizados em engenharia classificam-se em duiicteis e frigeis.

O comportamento ductil ou fragil dependera de diversas condi¢oes, como tem-
peratura, pressao e microestrutura.

Um material é considerado ductil quando apresenta grandes deformagoes antes
de romper-se. Citamos como exemplo o aluminio e o cobre, que sob condigoes
normais de temperatura e pressao tém comportamento ductil.

Um material ¢ considerado frigil quando apresenta pouca deformagio antes de rom-
per-se. Exemplos de comportamento frégil sao o concreto e os materiais cerdmicos.

Todos os materiais sio deformdveis sob a acido de esforcos. Para nosso estudo,
considera-se uma barra prismdtica sujeita 4 a¢do de uma forca axial (longitudi-
nal), de tracio F, conforme indicado na figura 2.7.

O lado esquerdo da figura 2.7 mostra uma barra sem solicitagdo que possui com-
primento inicial ¢ e segdo transversal S.

A¢

vF

Aumentando gradativamente o valor da for¢a axial F, a barra tende a se deslocar
no mesmo sentido da forca. A variagio entre as dimensoes inicial e final é deno-
minada alongamento ou deformagao (A /).

Define-se deformagio unitdria € como a relagao entre o alongamento A/ ¢ o

comprimento inicial ¢ da barra.

Al(m mm
£e=— ;

Z, \m’ mm

Portanto, € ¢ adimensional, comumente apresentado em porcentagem (%) e de-
signado apenas como deformagao.



Admitindo distribuicao uniforme da forca F na secdo transversal, todo o ele-
mento serd solicitado por uma tensio normal 6, que define a relagao entre a forca

o: sigma, letra do
Talfabeto grego.

normal atuante e a secio transversal.

N_N_kgtj

R mm2

P
Portanto, 6 = — 7
mm m

Em fun¢io de ensaios mecinicos especificos nos materiais, como o ensaio de
tragéo (realizado em mdquinas de tracio), obtemos os graficos de tensio por de-
formacgao para determinado material.

O ensaio de tragdo consiste em submeter um material de geometria padrao (nor-
malmente denominado corpo de prova) a esforcos de tra¢io, de modo que o
material alongue até a ruptura.

Os diagramas e 4 da figura 2.8 mostram esquematicamente dois gréficos de ten-
sao por deformagao, respectivamente para materiais ducteis (2.8a) e frigeis (2.8b).

Ao observar esses graficos, nota-se que existe uma regiao denominada zona elds-
tica ou linear eldstica. Em 1678, Robert Hooke constatou que, nessa regiao,
existia relagdo de forma linear entre tensao e deformagao para o trecho OP, ou
seja, a tensao ¢ proporcional 4 deformagao.

A regido de escoamento ou zona de deformagao plastica (3) é observada apenas
para materiais dicteis. Nessa regio, o material nao retorna a sua forma original
caso o carregamento seja removido.

Mais informagdes sobre esse assunto podem ser obtidas no capitulo 4, de Ensaios
Mecinicos dos Materiais.

R
@ |bezcocoazcccocac == R
0; ______ E | 1 iy
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S E : : g :
'Q H (3) ! - :
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— : 1 1 :
(1) ; (1)
a) (2 Deformacao, € b) Deformacao, €
(1) - Regiao de proporcionalidade o,-Tensao de ruptura
(2) - Regiao de deformacao elastica 0, - Tensdo de limite de escoamento

(3) - Regiao de deformacao plastica 0,- Tensdo limite de proporcionalidade

Figura 2.8

a) Gréfico de tensdo
por deformagdo para
materiais ducteis;

b) gréfico de tensao
por deformacdo para
materiais ducteis frgeis.

CAPITULO 2
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Figura 2.9

Detalhe da regido linear
eldstica no gréfico de
tensdo por deformagéo.

2.2.2 Propriedades mecanicas
Os diagramas da figura 2.8 possuem distintas regioes:

* Limite ou tensdo de proporcionalidade (G,): ¢ o maior valor de tensao, para
o qual ainda ¢ mantida a relago linear entre a tensio e a deformacio (lei de
Hooke). Regiao (1) indicada na figura 2.8.

* Tensao limite de escoamento (Gy): ¢ 0 maior valor de tensao para que, caso
a carga seja removida, o material retorne a sua geometria original sem apre-
sentar deformagoes residuais.

* Limite de resisténcia ou tensdo de ruptura (0,): ¢ a mdxima tensio que o ma-
terial suporta antes de romper-se. Corresponde ao ponto R nos diagramas
da figura 2.8.

* Médulo de elasticidade (E): é a relagao constante entre os valores de tensao
(0) e de deformacio (€) na fase eldstica do material.

A figura 2.9 mostra um grifico de tensdo por deformagao apenas da regiio
linear eldstica (proporcional). Podemos obter o médulo de elasticidade desse
material por:

=E constante para esse material.

tgo =

3|3l
o |a

Assim, cada material possui um médulo de elasticidade. Para a maioria dos
materiais, podemos encontrar o valor do médulo de elasticidade em literatu-
ras como:

1. BRADY, G.S.; CLAUSER, H. R.; VACCARI, J. A. Materials handbook.
15. ed. Nova York: McGraw-Hill, 2002.

2. CALLISTER JUNIOR, W. D. Ciéncia e engenharia dos materiais — uma in-
troducio. Rio de Janeiro: LTC, 2008.




¢ Coeficiente de Poisson (V) ¢ a relacao entre a deformacio transversal e a lon-

gitudinal (ou axial). Para muitos materiais seu valor estd compreendido entre

0,25 ¢ 0,35.

2.2.3 Consideragdes gerais

As propriedades descritas até o momento apenas sao vélidas se os materiais fo-
rem homogéneos e isotrépicos, ou seja, se tiverem propriedades constantes em
todo o seu volume e em qualquer diregao.

Um exemplo para distinguir homogéneo e isotrépico é a madeira, pois seu mé-
dulo de elasticidade possui valores diferentes para cada dire¢do em fungio da
orientagdo das fibras. Dessa forma, a madeira é homogénea, entretanto nao ¢
isotropica.

2.3 Tensdes admissiveis

A tensio admissivel, representada por G,qy, ou G, é obtida dividindo-se o limite
de escoamento (G,) para materiais ducteis ou o limite de resisténcia (G,) para ma-
teriais frigeis por um niimero maior que a unidade, denominado coeficiente de
seguranga (ks).

Assim:
o ;.
Oy = k—; (dtcteis)
(&)
O = k—; (frageis)

Concluimos, entio, que a tensao admissivel (G,qm) é 2 mdxima tensao ou tensio
ideal, utilizada para calcular estruturas ou elementos de mdquinas com margem
de seguranca definida.

2.3.1 Coeficiente ou fator de seguranga (ks)

Coeficientes de seguranca sao valores adotados para prevenir eventuais incer-
tezas quanto a propriedades dos materiais, variagoes dos esforcos aplicados etc.
Sua determinagido requer andlise criteriosa das condigées de utilizagio da es-
trutura, dispositivo ou mdquina.

Mesmo em condigdes em que é possivel prever o comportamento de estruturas
ou mdquinas, cujas condi¢des dos carregamentos sio especificadas, sempre hd
probabilidade de ocorrerem falhas. Existem intiimeros tipos de falhas. Citamos
como exemplo trincas, anisotropia do material e sobrecarga que podem nio
estar previstas no projeto.

O simbolo v
representa a letra
minuscula do
alfabeto grego
denominada “nu”.
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No dimensionamento, se adotarmos um coeficiente de seguranga muito bai-
x0, estaremos solicitando o material ao mdximo e teremos uma estrutura
mais leve e mais econdmica. Nio sobrard, porém, margem suficiente para as
situagoes imprevistas. Por outro lado, se adotarmos um coeficiente de segu-
ranga muito alto, essa solu¢ao nos levard a projetos antiecondmicos ou pouco
funcionais.

Alguns elementos que influenciam na determina¢io do coeficiente de
seguranga:

a) natureza do material (frégil ou ductil);

b) tipo de solicitagao;

¢) risco de morte e danos materiais;

d) falha do material;

e) concentragao de tensoes;

f) possibilidade de carga acidental;

g) tipo de equipamento acionado;

h) aproximagées introduzidas no cdlculo;

i) deterioracao das propriedades dos materiais;
j) variagao das propriedades dos materiais.

De modo geral, o fator de seguranca deve ser obtido em decorréncia da
utiliza¢ao do dispositivo (estrutura, mdquina, entre outros). Normalmente,
para equipamentos de baixa responsabilidade, esse valor pode ser aproxima-
do para a unidade. H4 casos, entretanto, em que essa aproximagao nao pode
ser feita, como o do cabo de aco que sustenta elevadores (de passageiros),
que possui valor igual a 12,5 segundo a NBR NM207:1999 da Associagdo
Brasileira de Normas Técnicas (ABNT).

A ABNT ¢ o érgio competente para estipular os coeficientes de seguranga
de equipamentos mecanicos. Isso é realizado em documentos denominados
Normas Brasileiras (NBR). Podemos citar como exemplo a norma técnica
NBR 8400, sob o titulo: “Cdlculo de equipamento para levantamento e movi-
mentacio de cargas”. Nesse documento sdo sugeridos os coeficientes de segu-

ranca de tais equipamentos.

Quando o coeficiente ndo é definido por norma, fica a critério do projetista
determind-lo, com base em sua experiéncia, na viabilidade técnica e financeira,
assumindo, porém, a responsabilidade civil e profissional.

2.3.2 Tabela de tensdes admissiveis

Como simples orientagdo, para materiais empregados em constru¢oes meca-
nicas, poderd ser utilizada a tabela 2.1, denominada tabela de Bach. Nela
sao considerados trés tipos de carregamentos: estdtico, intermitente e alter-
nado, conforme indicado na figura 2.10. A tabela fornece também as tensées
admissiveis de tragdo, compressdo, flexdo e cisalhamento a torgao para agos
de diferentes ligas, para duas condi¢oes distintas de manufatura (laminado e

trefilado).
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Acos

ABNT 1010 ABNT 1020 ABNT 1030 ABNT 1040 | ABNT 1050

Lami- | Trefi- | Lami- | Trefi- | Lami- | Trefi- | Lami- | Trefi- | Lami- | Trefi-
nado lado nado lado nado lado nado lado nado | lado
330 370 390 430 480 530 530 600 630 700

O,
o, 180 310 210 360 260 450 290 500 350 590
Along % 10 cm 28 20 25 15 20 12 18 12 15 10
HB 95 105 1 121 137 149 149 170 179 197
Solici- C 5 o
- arreg. Tensdo admissivel segundo Bach (MPa)
tagcao
I 80 100 100 140 135 155 150 210 200 220
[ 2 50 65 65 90 85 100 95 135 125 145
B 35 45 45 65 60 75 70 90 80 100
I 80 100 100 140 135 155 150 210 200 220
G, 2 50 65 65 90 85 100 95 135 125 145
3 35 45 45 65 60 75 70 90 80 100
I 85 110 110 150 145 170 165 230 220 240
G; 2 55 70 70 100 95 110 105 150 140 160
3 40 50 50 70 65 80 75 105 95 115
I 50 65 65 85 80 100 95 125 115 135
T 2 30 40 40 55 50 65 60 80 70 90
3 20 30 30 40 35 50 45 60 50 70
Tabela 2.1
em que: Tabela de Bach.
O, = tensio de ruptura Fonte: http://www.
O, = tensao de escoamento demec.ufmg.br/grupos/
O, = tensao admissivel a tracio labprojmec/bach.htm>

O, = tensao admissivel & compressao
O¢ = tensdo admissivel A flexao
T, = tensao admissivel A torgao
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Figura 2.10
Condicoes de
carregamento:
) estético;

2) intermitente;
3) alternado.

Figura 2.11

Barra prismdtica de segao
transversal constante,
sujeita a uma carga de
tracdo ou compressdo.

1. Carregamento 2. Carregamento intermitente 3. Carregamento
estatico (vigas) (dentes de engrenagens) alternado (eixos)
Tenséo Tenséo Tensao
/ m |J U \ Tempo
' Tempo ' Tempo

2.4 Diagrama dos esforgos internos solicitantes

Esse diagrama tem como objetivo determinar a segdo critica da estrutura, ou
seja, localizar a se¢do de maior solicitagdo, a fim de dimensiona-la.

2.4.1 Diagrama da forca normal

Considere uma barra prismdtica (de segao transversal constante) carregada na
extremidade por uma forga axial, conforme indicado na figura 2.11. Essa forca
axial ¢ aplicada no centro de gravidade da segao transversal.

Ao aplicar a carga, obtém-se determinada deformacio da barra, de modo a au-
mentar ou reduzir seu comprimento.

Dizemos que a barra ¢ tracionada quando a forga ¢é dirigida para fora da barra,
ou comprimida no sentido contrrio.

[ F—— =cococscsossesosscsossossaooes Compressao
AL

A€

Por convengao, a representagio dos esforcos de tra¢io, nos diagramas de forca
normal, é dada no lado superior 4 linha neutra e tem valor positivo. No caso dos
esforcos de compressao faz-se o inverso (no lado inferior a linha neutra e tem
valor negativo).

Considere uma barra engastada solicitada a tragao, conforme indicado no dia-
grama « da figura 2.12. Se cortarmos a barra a uma distincia x do engastamento
(A) e mantivermos os esfor¢os que agiam antes do corte na barra, o lado esquer-
do (I) e o lado direito (II) permanecerdo em equilibrio, como mostram os dia-
gramas 4 ¢ b da figura 2.12.
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Figura 2.12
S - transversal constante

X solicitada a tracio.

A () JC () B F Barra de secdo
)

A (I Cc N N C (I B F

Y
A
Y

V
. 4_%
V
b)L%

X | ,2X
\ \

Para manter os lados (I) e (II) em equilibrio, serd necessdrio aplicar na segao C,
esforcos internos. Esses esforcos sio forgas internas de mesma direciao e médulo,
porém com sentido contrdrio a for¢a externa F.

A essa forga interna com direc¢ao axial denominamos for¢a normal (N).
Por meio da varidvel x, pode-se analisar todas as se¢des transversais da barra.

Portanto, para qualquer valor de x, teremos N = F, tracionando tanto a parte do
lado esquerdo quanto a parte do lado direito.

Traga-se, entlo, o diagrama com N = F, constante em toda a extensio da barra
e com sinal positivo, pois se trata de tragao. Esse diagrama pode ser observado
na figura 2.13.

Figura 2.13
A F Diagrama da forca

N\

Y

normal para uma barra
: sujeita a tracdo.

Y

Exemplo

Tracar o diagrama da for¢a normal (N), do carregamento para a estrutura pro-
posta no diagrama « da figura 2.14.

O carregamento simplificado pode ser observado no diagrama 4.
Solucao
Considerando que o apoio B ¢ fixo, determinamos a reagio Xg.

YF =0 = x,-600+200=0 = X, =400N
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Figura 2.14

a) Estrutura proposta;
b) carregamento
simplificado;

c) diagrama da

for¢a normal.

Figura 2.15
Convencao de sinais
para momento fletor.

Como X é varidvel, analisaremos os intervalos AC, CD e DB.

O trechoAC=N=0
O trecho CD = N =-200 N (compressio)
O trecho DB = N =400 N (tracao)

Dessa forma, obtemos o diagrama da for¢a normal conforme indicado no dia-
grama ¢ da figura 2.14.

Conclui-se que a se¢ao mais solicitada é de 400 N a tragdo no trecho de D até B.

(200 N — ) — 600 DJ
A —$—> S <—$- B .
r 4 r » KRB
5% C D ’
a) X
«——>
X
X
1
b) A 200N C D 600N B 400 N
400 N
+
c) N >
200 N

2.4.2 Diagrama da forga cortante e do momento fletor
Convencgodes de sinais
O momento fletor ¢ positivo quando tende a tracionar as fibras inferiores da par-

te analisada, e negativo se tracionar as fibras superiores. Esquematicamente, isso
pode ser observado na figura 2.15.
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A forga cortante ¢é positiva se girar o elemento em anélise no sentido horirio,
caso contrério ¢ negativo. Essa convengao de sinais é indicada na figura 2.16.

Figura 2.16
Convencao de sinais

Q
l P @(\ para forca cortante.

Q>0 Q<0

Elaboragdo dos diagramas

Consideremos uma viga em balanco solicitada pela carga concentrada P na ex-
tremidade livre B, conforme a figura 2.17.

Figura 2.17
P Ma Viga em balango sob
By () uc () A% carga concentrada P
?
Y %
;»l T YA
£
Determinamos as expressoes das forgas cortantes (Q) e momento fletor (M).
Inicialmente, calculamos as reagdes no apoio A engastado.
YF,=0 = -P+y,=0 =y, =P
ZMA =0 = -M,+P-/=0 = M, =P/
Secionamos a barra a uma distincia x da extremidade B, conforme mostra a fi-
gura 2.18, mantendo os esforgos que agiam anteriormente ao corte, de modo que
as duas partes (I) e (II) permane¢am em equilibrio.
Figura 2.18

Diagrama de corpo livre

P M Q My =P - ¢ para estrutura proposta.
By () C M v (1) A

A A
Q_P
P

Il
-
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Figura 2.19
a) Diagrama de
corpo livre;

b) diagrama da
forca cortante;
¢) diagrama do
momento fletor.

Analisamos, entio, a forca cortante (Q) e o momento fletor (M) na secao C.

Lado esquerdo (I) = Q=-P (gira a parte I no sentido anti-hordrio)
M=—-P-x (traciona as fibras superiores da barra)
Lado direito (Il = Q=-P (gira a parte II no sentido anti-horario)

M=—-P-x (traciona as fibras superiores da barra)

Para determinarmos M do lado direito, impomos a condigao ZM, = 0, como se
fosse um carregamento com cargas externas.

ZMA=M+P(€—X)—P-€=O
M+P-/-P-x-P-¢=0
M=P-x

A forga cortante (Q) e o momento fletor (M) do lado esquerdo (I) e lado direi-
to (II) sdo iguais, isto ¢, o resultado independe do lado analisado. A escolha do
lado, portanto, deve ser a mais conveniente.

Os diagramas — de corpo livre (a), da for¢a cortante (b) e do momento fletor (c)
— sdo apresentados na figura 2.19. Note que a for¢a cortante (Q) é constante e
negativa em toda a extensdo, porque tende a girar no sentido anti-hordrio. O
momento fletor (M) é uma fungio linear, com valor mdximo no engastamento,
e tem valor negativo porque traciona as fibras superiores da barra.

P P-¢
JC
a) ) A
X P

¢

b) H
—P
) L]
\\
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Exemplos

1. Determinar as expressoes de Q e M e construir os respectivos diagramas para
uma viga simplesmente apoiada, conforme figura 2.20.

Figura 2.20
1m | 2m Esboco de uma viga
30 kN simplesmente apoiada
A W 3 3 an B para exemplo |.
¢ ¢
A
Ya ) Yo
|le———— .
Solucao
Nesse caso, ¢ necessdrio inicialmente determinar as reagdes de apoio Y € Y,
Usamos as equagoes de equilibrio:
) YF, =0 = y,+y;—30=0 = y, +y, =30kN
2) ZMA =0 = y;-3-30-1=0 = y,-3=30 = y; =10kN
3) ZMB =0 =-y,-3+30-2=0 =-y,-3=-60 =y, =20kN
A equagio 1 ¢ redundante e foi utilizada apenas para verificagio dos resultados
obtidos Y, € Yg.
Consideremos agora uma segio distante X da extremidade A até a carga concen-
trada de 30 kN, isto é, compreendida no intervalo 0 < x < 1 m.
Secionando a barra distante X da extremidade A e mantendo os esfor¢os que
agiam anteriormente ao corte, obtemos os respectivos diagramas de corpo livre,
conforme indicado na figura 2.21.
Figura 2.21
Q=20 kN 130 kN Diagramas de corpo
I livre para exemplo |.
() ,,‘>M " <’ () p p
4 A 4
20 kN Q=20 kN 10 kN
X \ 3-x |

No intervalo observado no setor I, a forga cortante (Q) € positiva, porque tende
a girar a barra no sentido hordrio, ¢ 0 momento fletor também ¢ positivo, pois
traciona as fibras inferiores.
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Figura 2.22

Diagramas de corpo livre
para exemplo |, para
intervalo de | m <x <3 m.

Figura 2.23

a) Diagrama de corpo livre;
b) diagrama da

forca cortante;

¢) diagrama do

momento fletor.

Dessa forma, para0 <x<1m | Q=20 kN
M=20-x

O mesmo poderia ser realizado para o setor II. Embora o resultado obtido neces-
sariamente seja 0 mesmo, ele fica como proposta de exercicio.

Analisando o intervalo de 1 m < x < 3 m, obtemos o diagrama de corpo livre
como indicado pela figura 2.22.

l30kN Q

. () v (I B
A A b b A
20 kN Q 10 kN

Como a andlise pode ser realizada para qualquer setor, é escolhido por convenién-
cia o setor II. Portanto, para1 m<x<3m | Q=-10 kN
M=10 (3 -x)=-10x + 30

A representagao grafica é indicada nos diagramas «, & e ¢ da figura 2.23, respec-
tivamente diagrama de corpo livre, diagrama da forga cortante e diagrama do
momento fletor.

a) 20 kN

20 kN.m.

O diagrama da forga cortante ¢ formado de dois trechos de reta, horizontais.
1° trecho=>0<x<1m= Q=20kN

2°trecho=>1mM<x<3m=Q=-10 kN
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Observe que, nos pontos de aplicagdes de cargas concentradas, hd uma des-
continuidade correspondente ao valor da carga aplicada.

O diagrama do momento fletor também ¢é constituido por dois trechos de reta,
mas nao apresenta nenhuma descontinuidade.

1°trecho=>0<Xx<1m= M=20x

Como a fungio de M ¢ linear, bastam dois pontos para definir a reta.
Assim, paraX=0=M=0c¢parax=1m=M=20-1=20 kN-m
2°trecho=1Tm<x<3m = M=-10x + 30

Como o momento ¢ uma fungio linear, para
x=1Tm=M=-10-1+30=20 kN-m
eparax=3m=M=-10-3+30=0KkN-m.

2. Determinar as expressoes de Q e M e construir os respectivos diagramas no
carregamento com cargas concentradas, conforme indicado na figura 2.24.

Figura 2.24
Esboco de carregamento
2 kN 1,5 kN 2,5kN com cargas concentradas
A B (exemplo 2).
| |
i Ya
| 2m | 2m 3m 4m | Ve
I |

Solucio

Inicialmente, obtemos as reagdes nos apoios A e B, utilizando as equagoes da
estatica.

1) ZFX:O = yA+yB_2_115_215:0 = yA+yB=6kN
2) YM, =0 = y, - 11-25.7-15-4-2.2=0 =

=y, 11-17,5-6-4=0 = y_-11=27,5 =

275

—T = yB=2,5kN

Vs
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Substituindo Yg na equagio 1, temos:
ya+25=6 = y,=35kN

Obtidas as reagoes de apoio, podemos determinar a forga cortante (unidade em
kN). Usando o mesmo critério aplicado no exemplo 1, temos:

e para0<x<2m= Q=35kN

e para2m<x<4m = Q=35-2=15kN

e paradm<x<7m = Q=35-2-15=0

e para 7m<x<10m = Q=35-2-15-25=-25kN
Observe que a forga cortante (Q) é constante entre duas cargas concentradas conse-
cutivas e, na segao de apoio a direita, ela coincide com a rea¢io, com sinal trocado.

Vejamos, agora, os momentos fletores (M), lembrando que as for¢as que tracio-
nam as fibras inferiores produzem momentos fletores positivos. Assim:

* para 0<x<2m = M=35-x

epara2ms<x<4m = M=35x-2(x-2)

e para4m<x<7m = M=35x-2(x-2)-15(x-4)

e para7Tm<x<11m = M=3,5x-2(x-2)-15(x-4)-2,5(x-7)
Como todas as expressoes sio fungdes lineares, conclui-se que o diagrama de
momentos ¢ constituido por quatro segmentos de reta. Assim, basta calcular os
valores do momento nas se¢oes em que existem cargas concentradas:

* para x=0 = M=0

e para Xx=2m = M=35-2=7kN-m

e para x=4m = M=35.4-2(4-2)=10kN-m

e para x=7m = M=35.7-2(7-2)-15(7-4)=10kN-m

* para Xx=10m = M=0
A representagdo gréfica pode ser visualizada nos diagramas #, & e ¢ da figura

2.25, que sio, respectivamente, diagrama de corpo livre, diagrama da forca cor-
tante e diagrama do momento fletor.
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Figura 2.25
a) Diagrama de corpo livre;
2kN |1,5kN 2,5 kN .
l l l b) diagrama da
A B
forca cortante;
¢) diagrama do

A

WZ,B kN

3,5 kN

momento fletor:

Unidades de Q
_2’5 kN em kN

Unidades de M
em kN - m

3. Determinar as expressoes de Q e M e construir os respectivos diagramas na
viga solicitada, com carga uniformemente distribuida, conforme figura 2.26a.

Solucao

Inicialmente, substituimos a carga distribuida por uma carga equivalente con-
centrada em seu centro de gravidade, como mostra a figura 2.26b.

P=p-¢=5-2=10kN

Figura 2.26
—5 kN a) Esboco de carga
P m distribuida;
o° b) substituicdo da carga
A )2 — ~ - Y Y Y Y B distribuida por equivalente.
a)
2m
10 kN
A B
by A A
Ya Ve

| 1m

Substituindo o carregamento original pelo simplificado, obtemos as rea¢oes nos
apoios Yy e Yg de valor igual a 5 kKN.

Voltando ao carregamento original, se cortdssemos a viga em uma se¢io distante
X do apoio A, conforme mostra a figura 2.27a, poderiamos elaborar o diagrama
de corpo livre de modo a equilibrar tal setor, como indicado na figura 2.27b.
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Figura 2.27
) Indicacdo d
:eg;o l:j:zgjcowt(j; \L \L \L N \L J, \L J'P=5kN/m
b) diagrama de corpo livre. wr ’ wr
a) 5kN 5kN
X
2m
p=5kN/m
' v v]v v ¢3M
PO S L
X
X

Sabendo que a carga distribuida de comprimento X é determinada pela expressao:

P, = p X =5"X, podemos obter as expressdes de Q ¢ M a uma distincia X da
extremidade A.

Assim, do lado esquerdo do carregamento, temos:
Q=5-P,=5-5x = Q=-5x+5

M=5-x—Px-§=5x—5x-g = M=-2,5x% +5x

Como o momento fletor é uma fungio do 2° grau e a forga cortante do 1° grau,
podemos prever que se trata respectivamente de uma pardbola e um segmento
de reta.

Entao, temos para a forga cortante (Q):

Q=-5x+5 = x=0 = Q=5kN

x=2m = Q=-5kN

e para o momento fletor (M):

M=-25x>+5x = x=0 = M=0

x=2m = M=-25.2+5.2=0

Obviamente, dois pontos nao sao suficientes para definir uma pardbola. Sendo
assim, como ¢ sabido, em uma equacio de segundo grau (y = ax? + bx +c), se
a < 0, a concavidade da pardbola ¢ voltada para baixo e o ponto de mdximo
ocorre quando
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2a  2(-25)

=1m

ou simplesmente determinando a condi¢do para a qual a fungao da cortante é
igual a zero.

Assim, Q=-5x+5=0 = x=1m.

Pode-se determinar o valor mdximo de M substituindo X = 1 m, na expressio:
M=-2,5x*+5x=-25-7+5-1=2,5kN-m

Com os pontos: X=0 = M=0

Xx=2m = M=0

x=1m = M=25kN-m

Incluindo a informagio de que a concavidade de M, quando X = 1 m, ¢ voltada

para baixo, podemos tragar os diagramas de corpo livre (a), da for¢a cortante (b)
e do momento fletor (c), conforme figura 2.28.

Figura 2.28
p=5kN/m a) Diagrama de corpo

wL wL wL wL \L \L \L \L livre;

v ? b) diagrama da forca
5kN

cortante;

5 mﬁ\ : ©) cagrama do momento
b Q :
) (kN ? m) ‘ fletor:

4. Tragar os diagramas da forga cortante (Q) e do momento fletor (M) no carre-
gamento proposto pela figura 2.29.

Figura 2.29
q=3kN/m Esboco da forca cortante
‘Lz kN | R e do momento fletor
A 7%7 1B do exemplo 4.
Ya %
Tm | 1m 2m 1m |
| |
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Solucao

No inicio, substituimos a carga uniformemente distribuida pela resultante e cal-
culamos as reagdes nos apoios A e B.

) YF =0 = y,+y;—-2-6=0 = y, +y, =8kN

2) YM=0 = y;-4-6-2+2:1=0 = y,-4-12+2=0 =
=VYg4=10=ys=2,5kN

Substituindo, obtemos: y, + 2,5=8 = y, = 5,5 kN

Calculadas as reagoes de apoio, determinamos Q e M.

Forga cortante (Q):
* 0<x<1m = Q=-2kN
* Im<x<2m = Q=3,5kN

e 4m<x<bm = Q=-2,5kN

Momento fletor (M):
e 0<x<1m = M=-2x
e IM<x<2m = M=-2-x+55(x-1)=3,5x-5,5
e 4m<x<5m = M=25(5-x)=-2,5x+12,5
Para determinarmos a forga cortante e o momento fletor no intervalo em que

estd a carga distribuida, precisamos analisar uma se¢ao que esteja contida nesse
trecho, como sugerido pela figura 2.30.

Figura 2.30
Trecho sugerido para q=3kN/m
andlise da forca cortante. ‘LZ kN AR [
A B
1\5,5 kN V3x=2) | x-2
2
Tm Tm X-2

Entao, para 2m<x<4m | temos:
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¢ 0 momento fletor (M) distante X da extremidade da barra de:

M:—2x+5,5(x—1)—3(x—2)(X;2j =

=>M=—2x+5,5x—5,5—%(x—2)2 =

=M=-2x+55x-55-15(x"-4x+4) =
=M=-15x>+6x+55x-2x-55-6 =
=M=-15x>+9,5x-11,5

A forga cortante pode
ser obtida também
derivando a funcao
do momento:

dMm

Como a forga cortante (Q) é uma funcgio linear, bastam dois pontos para defi- Q="_ _3x+95

* ea forga cortante Q, para 2m<x<4m, de:

Q=-2+55-3(x-2)=—3x+6-2+55=Q=-3x+95

nir a reta. X
Tomemos: x=2m = Q=-3-2+9,5=3,5kN

x=4m = Q=-3-4+9,5=-25kN

O diagrama do momento fletor é uma pardbola com concavidade voltada para
baixo, e seu ponto mdximo ocorre quando:

Q=0 =-3x+95=0 = x=3,167m.
Substituindo na funcio M, M = —1,5x* + 9,5x — 11,5, temos:

M, =-15-(3,167)° +9,5-3,167 - 115

M, , =-15,04+30,09-115=355

portanto, quando x=3,167m = M_, =3,55kN-m.

Dessa forma, possuimos todos os dados necessédrios para elaborar os diagra-
mas de corpo livre (a), for¢a cortante (b) e momento fletor (c), indicados na
figura 2.31.
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Figura 2.31

Exemplo 4: g= 3 kN/m
a) diagrama de corpo livre; .
b) diagrama da OV A YYYVYVYY B
forca cortante; 0 ! : 1
. ' 5,6 kN ! ' 2,5 kN
¢) diagrama do ' ! ' ! .
momento fletor. 2l C1m  1m 2m P 1m |
3'5:. _______ 1 1 E i
Q 5 # ! 5
b) (kN) ,
11— =
: : : 5 . -2,5
3554 : ' : ; |
c) P
MR
=2

5. Para a estrutura formada por barras, conforme indicado na figura 2.32, deter-
minar os diagramas dos esfor¢os internos solicitantes N, Q ¢ M.

Figura 2.32
Exemplo 5: estrutura D CELYL]
formada por barras.
10 cm
A B
[ 1 >» Xp
C
;;12;
Ya Y
20cm 10 cm |
I

Solucio

Inicialmente, determinaremos as reagoes de apoios.

) YM,=0 = y,-30+300-10=0 = y, =—100N
2) YM,=0 = -y,-30+300-10=0 = y, =100N
3) YF,=0 = y,+Y; =0

4 YF =0 = x,-300=0 = X, =300N
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O diagrama de corpo livre pode ser observado na figura 2.33.

Figura 2.33

300N Diagrama de corpo livre.
10cm
100 N

A A
- —> 300 N
C B

100 N
20 cm 10cm

Na barra CD, temos:

* forca cortante Q =—-300 N;
* momento fletor (M) tracionando as fibras do lado direito, que tomaremos
como positivo.

* portanto, M = 300 x.
A referéncia dessa varidvel X é o ponto D com diregio vertical descendente.

Para analisar a barra AB, é necessdrio transportar a carga concentrada de 300 N,
aplicada em D, para o ponto C.

Observe que, ao transportarmos a carga para o ponto C, devemos incluir o mo-
mento que ela promove em relagdo a tal ponto, esquematicamente ilustrado na

figura 2.34.

Figura 2.34

100 N Diagrama de corpo
c JL livre equivalente.
A L 300 N
! ‘ P
100N 3000 N - cm
20 cm \ 10 cm

Os esforcos internos solicitantes para a barra CD podem ser observados nos
diagramas de forca cortante (a) e no do momento fletor (b). A figura 2.36 mos-
tra os diagramas de for¢a normal (a), cortante (b) e momento fletor (c) para a

barra AB.

Conclusio: a forca cortante é constante ao longo da viga, e o momento fletor é
representado por dois segmentos de reta paralelos com uma descontinuidade no
ponto C de M =3000 N - cm, equivalente a aplicagio do momento externo em

AB, no ponto C.
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Figura 2.35

a) Cortante no trecho CD; ~300 N
b) momento fletor D D
no trecho CD.

Forca cortante

a) b)

Figura 2.36
a) Diagrama de
forca normal;

e[RRI > ™
b) diagrama de a)

forca cortante;

Forgca normal (N)
c) diagrama de

mementa feter O N T
b) A é B
Forca constante (Q)
) A T C B
e =

2.4.3 Diagrama do momento torcor

Diz-se que uma barra estd solicitada a torgao quando estd submetida a um mo-
mento tor¢or no plano da se¢do transversal.

A viga possui segdo circular constante e estd sob acao de um par de forgas para-
lelas de mesma intensidade e sentidos opostos (bindrio de intensidade igual a F),

atuando no plano da se¢do transversal.

O momento torgor (M,) para essa situacio ¢ igual ao produto da for¢a (F) pela
distincia (d).

M,=F-d




Convencio de sinal

O momento tor¢or (M) ¢ um esforco interno solicitante. Dessa forma, para a
condi¢do indicada, substituimos o bindrio por um momento equivalente My,
(momento torgor externo), uma vez que a barra estd sujeita apenas a esse carre-
gamento. Para que a barra esteja em equilibrio deve haver um momento torgor
resistente M, de mesmo valor e oposto a ele.

Vamos, entio, definir a convencio de sinais.
Se cortdssemos a se¢do a uma distincia x do engastamento e mantivéssemos os

esfor¢os que agiam antes do corte, o lado esquerdo (I) e direito (II) continuariam
em equilibrio, conforme indicado na figura 2.37.

Observe que o momento torgor (M) nos lados I e II tende a girar a se¢ao da viga
em C no sentido hordrio, que convencionamos como positivo; no sentido con-
trdrio, como negativo. O diagrama do momento torgor é mostrado na figura
2.38. Notamos que neste caso ¢ positivo e constante em toda a viga.

Exemplo

No eixo solicitado conforme figura 2.39, construir o diagrama do momento torgor.

20N-m 50 N-m 30N-m
A e B
20N-m g% 1

% -30N-m

CAPITULO 2

Figura 2.37
Convencio de sinais
para momento torgor.

Figura 2.38
Diagrama do
momento torgor.

Figura 2.39
Esboco do exemplo
de momento torcor.
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Trecho AC = M, =20 N-m (constante)
Trecho CB = M, =-30 N.m (constante)

Observe que no ponto C temos uma descontinuidade de M; = 50 N - m, equiva-
lente a0 momento externo de 50 N-m.

2.5 Trac3o e compressao
2.5.] Tensdao normal

O conceito de tensio normal foi abordado na secao 2.1.1 (Classificacao dos es-
forgos). Sendo assim ¢ sabido que, para um elemento prismdtico sujeito a uma
for¢a normal de tra¢io, a intensidade da tensio normal (0) serd:

G:H (MPag; kgfz;...)
S mm

em que:

S = Areada secdo transversal (M?; mm?; ...)
N = Forga normal (KN; kgf, ...)

As tensodes de tragao que atuam em determinado elemento serdo representadas
por G,, e as de compressao, por O.

No Sistema Internacional, a forca P ¢ expressa em newtons (N), a drea S em me-
tros quadrados (m?) e a tensdo 6 em (N/m?), unidade denominada pascal (Pa).

O uso prético da unidade pascal ¢ muito restrito. Sao utilizados, entdo, mul-

tiplos dessa unidade, como quilopascal (kPa), megapascal (MPa) e gigapascal
(GPa).

1kPa=10° Pa=10°
m

1MPa =10° Pa=106l2
m

1GPa=10° Pa=10°
m

2.5.2 Moédulo de elasticidade

O mddulo de elasticidade foi previamente definido na se¢io 2.2.2. Com base
nos gréficos de tensao por deformagio, foi constatada uma regiao linear (regido
proporcional) cuja tangente do 4ngulo formado entre o segmento de reta e o eixo



das deformagdes possui 0 mesmo valor numérico que o médulo de elasticidade
(ver se¢do 2.2.2, figura 2.9). Dessa forma:

AB o
tgo=—=—=Ep tga =E
g OB ¢ 9

A deformagio unitdria (€) para uma barra foi definida como a relagio de sua
variacio dimensional (Af) em fungdo de seu comprimento inicial (ver segao
2.2.2). Sendo assim:

€= A—f Sabendo que 6 = F , €= Al e substituindo em E = ° ,
4, S 1 €

F
obtemos a seguinte relacio: E = ; = 1
¥ FOETA TS A

4

Dessa forma, o alongamento total (variagio dimensional) ¢ dado por:

Afzﬂ (mm)
E-S

2.5.3 Dimensionamento de pecas

No dimensionamento, impomos a condi¢io:
F B L,
c= S < G ugm»> sendo: Gy, a tensao admissivel (MPa).

Para a condigao de minimo custo, recomenda-se que as mdximas tensoes atuan-
tes sejam iguais as admissiveis.

F
6= § = Gadm
Exemplos

1. Um fio de a¢o de comprimento de 251 mm e didmetro de 1 mm foi sub-
metido a uma carga de tra¢do de 300 N, conforme indicado na figura 2.40.
Como resultado desse carregamento observa-se um alongamento de 0,48 mm.
Sabendo que sob essas condi¢oes o material nio ultrapassa a tensio de pro-
porcionalidade, determinar o valor da tensdo normal e a deformagao unité-
ria porcentual.

CAPITULO 2
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Figura 2.40
Esboco do exemplo |. - N\
S
S
BN
Dados: £, =251 mm; d=1mm; F=300N e A¢=0,48 mm
2 2
A drea de segao é: S = md it 0,785 mm?
4 4
F 300
dj0é: 0=—<=———=3822 =382,
A tensao é: © s~ 0785 = 06 =382,2MPa
Al 0,48 -
A deformagio porcentual é:€=—=——7-=19-10 S
A 51
=¢£=19-10°-100% = 0,19% = €= 0,19%
2. Para o esquema de fixagio apresentado na figura 2.41, determinar os didme-
tros d e D, sabendo que a porca exerce no parafuso uma for¢a axial de 8 kN.
Figura 2.41

Esboco do exemplo 2.

.

2D

@ad

‘ Jdo
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Dados: parafuso: 6, = 100 MPa; bucha: 6. = 50 MPa; d = d, + folga e

folga = Imm

d = didmetro interno da bucha
D = diAmetro externo da bucha

Podemos notar que o parafuso estd sujeito a tragao (por causa de um pré-
vio torque aplicado na porca). Assim, a dimensio do nicleo do parafuso

(do) sera:

G=NS51:>SZE=M=8Omm
S c, 100

2
T

Sabemos que parafuso é um elemento normalizado e devemos escolher um que

2

possua didmetro do nicleo superior a 10,1 mm. Considerando que o parafuso
M12 possui didmetro nominal d, = 12 mm, podemos determinar o didmetro
interno da bucha.

d=d,+1=12+1=13=d=13mm
Os esforcos de tracao para o parafuso sao transferidos para a bucha de

modo a comprimi-la. Essa condi¢do é esquematicamente ilustrada na fi-
gura 2.42.

Figura 2.42
Esboco esquematico
de bucha.

lSkN

TBkN
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Figura 2.43
Viga engastada sob
acdo de uma carga P.

Dessa forma, podemos determinar o didmetro externo da bucha por:

sEC:Sz£=M=160
c, 50

O =

O*-d)
S==t—, " >160=> D" - nd" 4-160

nD? 2 4-160 + nd? = 4- 160 + 1t- 132 = 640 + 530,9

nD’ 21170,9:>D21/m:19,3:>D219,3mm
T

Como o didmetro externo deve ser maior que 19,3 mm, escolhemos arbitraria-
mente D =20 mm.

2.6 Cisalhamento puro

As forgas internas e suas respectivas tensdes correspondentes, até 0 momen-
to discutidas, sio normais a se¢ao transversal considerada. A tensio de cisa-
lhamento ou tensio cisalhante ocorre quando hd existéncia de carregamentos
transversais.

A figura 2.43 mostra esquematicamente uma viga engastada em uma extremida-
de e solicitada por uma carga transversal P.

“CEEEE
L CEERE
= CEEEE

Para a condi¢io indicada na figura 2.43, a for¢a cortante (Q) e o momento fletor
(M) no engastamento sdo, respectivamente:

Q=PeM=—P-x

Notamos que, 2 medida que o carregamento (P) se aproxima do engastamento,
a distdncia (X) diminui. O momento fletor, sendo diretamente proporcional a
distdncia, também diminui. Imaginando uma condi¢do em que essa distincia
seja tao pequena, de tal forma que se possa considerar desprezivel o momento
fletor, a viga estard sujeita apenas a forga cortante.

Dessa forma, podemos dizer que, se o esforco predominante que atua na se¢io
transversal ¢ a forca cortante (Q), temos cisalhamento puro.



Durante o dimensionamento, em diversas ocasides, podemos considerar o cisa-
lhamento como cisalhamento puro. Por exemplo, em juntas rebitadas, chavetas,
pinos etc. A figura 2.44 mostra esquematicamente alguns exemplos de situagoes
em que o conceito de cisalhamento puro pode ser empregado.

Q ‘d);
L7741
[NHN
v

2.6.1 Tensao de cisalhamento

Admitindo que a tensio de cisalhamento (7) distribui-se uniformemente em
toda se¢do transversal de drea S em determinada estrutura, temos:

0| O

No dimensionamento, limitam-se as tensoes atuantes em relacio a tensio ad-
missivel ao escoamento (T 4,,):

T= T

adm

=<
S

T, = tensio de cisalhamento ao escoamento

ks = fator de seguranca
. - . Q
A condi¢ao mais econdmica se dard quando: T=—<=1
S adm

Existem casos em que o objetivo ¢ cisalhar (cortar) o material para obter o pro-
duto desejado. A tensdo de cisalhamento, entio, deverd ser maior que a tensio
de ruptura do material.

T=—2>T,,, em que: T, = tensdo de cisalhamento a ruptura

S

rup

Figura 2.44

Exemplos de

cisalhamento puro.
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Figura 2.45
Esboco do exemplo |.

Figura 2.46

Esbogo do exemplo 2.

Exemplos

1. A junta com um pino, da figura 2.45, foi submetida a uma forga externa (Q)
de 40 kN. Admitindo a distribui¢io uniforme das tensées de cisalhamento nas
secoes, calcular o valor do didmetro (&) do pino solicitado ao cisalhamento.

Dado: T 4, = 50 MPa.
Solucio

Q
Como temos duas segoes solicitadas: T= 55 < Togm , em que S = drea de uma se-

28

Q _ 40.10°

- =400 = S > 400 mm’
2.1, 250

¢ao solicitada, Q S Tom =S 2
28

2
S=%2400:>d22ﬂ:>d2 4400 =226 ..d=22,6mm
T T

2. Determinar a forga de corte para estampar o furo mostrado na figura 2.46.

R5

Dados:

N
mm?

Q
; €= espessura da chapa =2,5 mm; T=<>71,,

T, =300 S



A segao (S) de cisalhamento denominamos S, em que:

S.orte = Perimetro de corte - espessura de corte

See =(2:20+21-5)-2,5=178,5=S_ . =178,5mm?

=300-178,5

>1,=>Q>1,-S

corte

S

corte

Portanto, Q > 42840 N.

2.7 Flexdo simples

Quando um elemento ¢ solicitado a for¢a transversal ou a um momento fle-
tor, observa-se que os esforcos internos devidos a esse carregamento nao sio

apenas de cisalhamento.

Esses carregamentos fazem com que a barra tenda a se deformar, de modo

que, para essa se¢do transversal, obtemos esfor¢os internos de tragdo e

compressao.

A teoria a ser desenvolvida deverd considerar que as forgas e os momentos

estejam em um plano e contenham o eixo da viga. Por hipétese, o plano que

contém as forgas perpendiculares ao eixo é um plano de simetria da se¢ao da

viga, conforme indicado na figura 2.47.

Figura 2.47
Localizagao de aplicacao
dos carregamentos.

lF
Eixo de

|
i simetria
|
|

/ Plano das

forcas e
momentos

M
A F
A - B
7 = (OI@)
A 2

—

Secao A-A
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Figura 2.48
Exemplo de carregamento.

2.7.1 Tipos de flexao

Quando uma barra solicitada a flexdo apresenta apenas momento fletor, nas di-
ferentes se¢oes transversais, diz-se que a flexao ¢ pura. Entretanto, se as segoes
sdo solicitadas, simultaneamente, por momento fletor e por for¢a cortante, te-
mos a flexao simples.

Por exemplo, no carregamento da figura 2.48, no trecho BC, temos somente
momento fletor, portanto, trata-se de uma flexao pura. J4 nos trechos AB e CD
temos forga cortante e momento fletor, portanto, uma flexao simples.

P P
2kN
A B C D
) 4 ]
P i i
. ! : P
a a :
Pu [ E E
Q : )
2P feeneeeneoeneoas beooooooiio !
PPa pooommomooooooo : ' 5
M 1

2.7.2 Tensdes normais nas vigas

Vamos considerar uma viga formada por infinitas fibras longitudinais, como
indicado no esboc¢o « da figura 2.49. Antes de aplicar a carga, todas as fibras ti-
nham o mesmo comprimento /. Apés a viga ser submetida a carga P (esbogo &
da figura 2.49), as fibras inferiores sao tracionadas, ou melhor, seu comprimen-
to aumenta, e as superiores sdo comprimidas, isto ¢, seu comprimento diminui.

Essas variacoes de comprimento dao origem a tensdes normais (G) nas fibras. As
que alongam dio origem a tensdes normais de tragdo. As que encurtam origi-
nam tensdes de compressao.
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Figura 2.49

y, a) Viga composta por

infinitas fibras sem

carregamento;
b) viga solicitada por um
carregamento transversal.

Lado tracionado

b)

Existe um conjunto de fibras que formam uma superficie plana nio solicitadas
quer a tragao quer a compressio que denominamos superficie neutra ou plano
neutro.

A intersegao da superficie neutra com a segao transversal da viga é denomina-
da linha neutra (LN) e, esquematicamente, pode ser observada na figura
2.50. A linha neutra passa pelo centro de gravidade da segdo transversal.

Figura 2.50
Desenho esquematico
indicando a linha neutra.

Superficie neutra

Linha neutra

Secao transversal
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Em uma viga cuja segao transversal contém um eixo de simetria, e estd solicitada
a um momento fletor (M), ocorre a tensao normal (6) em uma fibra que dista y
da linha neutra, sendo igual a:

(5=T-y,emque:

M = momento fletor

| = momento de inércia da segdo transversal em relagdo a linha neutra (LN)
(ver mais sobre momento de inércia na se¢io 2.11)

y = distAncia da linha neutra até o ponto considerado

Os valores das tensdes normais mdximas (G, e G,) ocorrem nas fibras mais afas-
tadas em relagdo a linha neutra (LN), como indicado na figura 2.51.

Figura 2.51
Exemplo de carregamento
e tensbes maximas.

Y2

Yi i
Linha
neutra

Superficie neutra Secdo transversal
Superficie mais tracionada

Temos, entio:

|z

Gt:—~y1: = e GC:—yzz

MM
T

-

Y Y,

2.7.3 Tensodes de cisalhamento na flexao

Nas vigas solicitadas a for¢a cortante (Q) aparecem tensdes de cisalhamento
(%) nas segoes transversais e longitudinais. A tensao de cisalhamento que atua na
fibra que dista y da linha neutra ¢ dada pela expressao

Q-M

T=—-2=,emque:

b-l




Q = forca cortante
M, = momento estdtico
| = momento de inércia da secio transversal em relagio a linha neutra (LN)

2.74 Dimensionamento de vigas

No dimensionamento, limitam-se as tensdes atuantes em relacio a tensoes ad-
missiveis (Coqm € Tagm)-

M Q-M
— — S
G—WSGadm T= bl < Togm
em que:
G n="o 1T _ Lo

Como na maioria das aplicagdes a tensdo de cisalhamento ¢ desprezivel em
relagdo A tensdo normal, para efeito de cdlculo serd considerada apenas a fle-
Xao pura.

Exemplos

1. Uma barra de ago ABNT 1040, engastada em uma das extremidades confor-
me indicado na figura 2.52, deverd suportar uma carga estdtica de 1000 N con-
centrada na extremidade livre. Sabendo que seu comprimento é de 200 mm,
calcular as tensdes normal e de cisalhamento mdximas.

P
A \
L

I 12

Q=P G
L]l AN ©
] I
M=P-L @ Secao da barra

(medidas em mm)

Figura 2.52

Esboco do exemplo I.
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Solucao

Q-M
b-l

S

As térmulas das tensoes sdo: O = e T=

S|z

M=P-L=1000-200=200000 N-mm=2-10°N-mm

3 3
I=b h :>I=12 36 = | =46 656 mm*
12 12
2 2
W=b6h :>W=12 36 = W =2592mm?®

M, =12-18-9=1944 mm®

M 2.10° Q-Ms _1000-1944
2 =772 e1= = =
W 2592 b-l  12-46656

o= 3,5

Portanto, os valores das tensées sao de:

N
C=T72— ¢ 1235

mm mm?

O valor da tensio normal (G) ¢ bem maior que a tensio de cisalhamento (7).

2. Determinar as dimensoes da viga de ago ABN'T 1020 perfil I, no carregamen-
to proposto na figura 2.53.

kN
Dado: 0,4, =84 —.
cm

Figura 2.53

Esboco do exemplo 2.
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Solucao

Reagoes de apoio:

1) YF,=0=y, +y; =50

2) $M, =0=-50-12+y,-3=0=y, -3=60=y, =20 kN

Yy, =50-y, =50-20 =y, =30kN

O momento fletor méximo ocorre a 1,2 m do apoio A e seu valor é:

M=36-1,2=36 kN-m

Como foi visto, para dimensionar uma viga devemos impor:

=W2>

adm

G=MS6
w

Substituindo os valores, obtemos:

2
W236-10

=428,6

Portanto: W > 428,6 cm?®

Com o médulo de resisténcia (W) calculado, consultando a tabela 2.2 na
qual constam os valores de W, escolhemos uma se¢io com valor W um pou-
co superior.

. 5 ] -
Tabelas semelhantes & tabela 2.2 sdo encontradas em manuais, livros e, princi
palmente, em catdlogos de fabricantes.

No caso analisado, a viga I escolhida possui W = 442 cm?, com dimensoes

b=113mm,h=260 mmec=94 mm.
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8 80 42 39 59 39 23 758 595 77.8 195 320 629 300 09I
10 100 50 45 68 45 27 106 832 171 342 401 122 488 1,07
12 120 58 51 77 51 31 142 112 328 547 481 215 741 123
14 140 66 57 86 57 34 173 14,4 573 819 561 352 107 140
l6 160 74 63 95 63 38 228 179 935 117 640 547 148 155
18 180 82 69 104 69 41 279 219 1 450 lel 720 813 198 17l
20 200 9 75 13 75 45 335 263 2140 2014 800 117 260 187
2 220 98 81 122 81 49 396 31,1 3060 278 880 162 33,1 202
24 240 106 87 13,1 87 52 461 362 4250 354 959 221 417 220

26 260 113 94 14 9,4 5,6 53,4 41,9 5740 442 10,4 288 41,0 232

28 280 119 10 152 100 61  6I,1 480 759 542 11,1 364 612 245
30 300 125 108 162 108 65 691 542 9800 653 119 451 722 256
32 320 131 11,5 173 115 69 778 6l 12510 782 12,7 555 847 267
34 340 137 122 183 122 93 88 68, 5700 927 135 674 984 280
36 360 143 130 195 130 78 971 762 19610 109 142 818 l14 290

38 380 149 13,7 20,5 13,7 82 107 84,0 24010 1260 15,0 975 131 3,02

40 400 155 144 21,6 14,4 8,6 118 92,6 29210 1 460 15,7 1 160 149 3,13
42,5 425 |63 153 23,0 15,3 9,2 132 104 36970 1 740 16,7 1 440 176 3,30
45 450 170 16,2 243 16,2 9,7 147 115 45850 2040 17,1 1730 203 3,43
475 475 178 17,1 25,6 17,1 10,3 163 128 36480 2380 18,6 2090 235 3,60
50 500 185 18,0 27,0 18,0 10,8 180 141 68740 2750 19,6 2480 268 3,72
55 550 200 19,0 30,0 19,0 11,9 213 167 99 180 3610 21,4 3490 349 4,02
60 600 215 21,6 324 21,6 13,0 254 199 139000 4630 23,4 4670 434 4,30
Tabela 2.2

Propriedades e geometria
para vigas de perfil I.
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2.8 Torgao simples

2.8.1 Barras de secio circular

Quando o unico esfor¢o que solicita a barra é um momento tor¢or no plano da
segdo transversal, diz-se que a solicitagdo é de tor¢ao simples. Um exemplo de tor-
¢ao simples pode ser representado por uma viga engastada solicitada por um mo-
mento tor¢or, como indicado na figura 2.55.

/

-

As tensdes que esse momento tor¢or provoca nas segoes transversais sao de cisa-
lhamento (7). O problema, ento, consiste em determinar uma expressao que
nos fornega essa tensao para qualquer ponto da se¢ao transversal em fungao do
momento torcor (M,).

Vamos considerar uma barra de secio transversal circular constante, submetida
a0 momento de tor¢io M;, como mostra a figura 2.56. Sao admitidas as seguin-
tes hipéteses:

1) As secoes transversais permanecem planas durante a deformacio.
2) A tensao atuante é perpendicular ao raio r.

Figura 2.54

Dimensdes do perfil .

Figura 2.55
Viga em balango solicitada
por um momento torcor.
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Figura 2.56
Secdo transversal de uma
barra solicitada
por um momento torgor.

3) A variagao da tensdo ao longo do raio é linear (T =Kk-r).

Para que haja equilibrio, é necessdrio que a soma dos momentos dos esforgos que
atuam em toda a secio transversal em relagdo ao centro de gravidade seja igual
ao momento torcor (IM,).

Deduz-se que a tensdo de cisalhamento em um ponto qualquer da se¢ao é dada
pela expressao:

T=—t.r ,emque:
P

T = tensio de cisalhamento no ponto de raio r
M; = momento tor¢or ou torque
lp = momento polar de inércia

Dedugao da expressao para a tensao de cisalhamento

A tensao de cisalhamento T poderia ser obtida com algum conhecimento de
cdlculo integral simples, como mostramos na dedugio a titulo de curiosidade.

M, = [r-dF
(S)

, dF
Porém, sabemos que: t=-—

dsS

Nessa condigao foi visto que a tensdo de cisalhamento (t) é uma fungao
linear e dependente apenas do raio (r).
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Substituindo na equacio integral do momento torgor, temos

[r*k-ds
(S)

M= [r-dF=[rrdS=
(S) (S)

Como: S=n-r> - dS=2xn-r-dr

n-r

dessa forma: M, :Jk-rz-2n~r~dr=2~k~njr3-dr=k-
(r) (r)

Foi visto que o momento polar de inércia (lIp) é uma grandeza que depende
apenas das caracteristicas geométricas da se¢do transversal. Para uma segao

circular, temos:

Concluimos que: M, =kl, = k= I_t
p

M M

—r Lr=—.r ()

I

Substituindo na hipétese 3, temos: T =Kr =

A tensio mdxima de cisalhamento ocorre quando r=§. Substituindo na

M d_M
Wt

em que:

N

expressdo (I), obtemos: T, , o
P

|
W, = médulo de resisténcia a tor¢io W, = % =4 16
2 2

No cdlculo, adotaremos:
Te
1.=0,6-0, ¢ T, :k_s’ em que:

T = tensio de escoamento ao cisalhamento
Tagm = tensdo admissivel ao cisalhamento

ks = coeficiente de seguranca
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Exemplo

Dada uma barra de secio circular, solicitada conforme indicado na figura 2.57,
determinar o valor do didmetro para que resista a0 momento gerado pelo bindrio
de intensidade igual a 200 N.

Figura 2.57

Barra de secdo circular

solicitada por um bindrio.
/‘ -

2

Dados: 6, =400 MPa; ks =6; 1MPa =1 N
m
Solugao

T= T

adm

<
W,

=40 MPa

. 1, _06-0, 06400
@mT ks ks 6

Mt=F-400=80000=28-104 N-mm

4
ST, = W2 M, _810 =2-10°mm’ ®
Wt Tadm 40
3 3
WF%ZZWB = d32M = d=217mm
T

2.8.2 Angulo de torcio

O deslocamento angular (8) devido a aplicacdo de um momento torcor (M,),
conforme ilustrado na figura 2.58, ¢ determinado por:

M, - /
G-l

0= (6) em radianos

P
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Figura 2.58
MKKM\ Rotacdo devida ao
t ; momento torgor.
’ Wi

O valorde G é uma
caracteristica do

material e consta
em que G é o médulo transversal de elasticidade, ou médulo de rigidez. em tabelas de livros

N N
oM )
y{m*" mm

v = deformacio de cisalhamento

e de manuais.

Exemplo

Para o eixo indicado na figura 2.59, determinar a tensio mdxima de cisalhamento
e o angulo de tor¢ao correspondente a 1 m de comprimento.

Figura 2.59
Exemplo proposto para
angulo de torgao.

M,
d

Dados:
d=50mm=5-102m
M, = 1000 N-m
f=1m
G =84 GPa

s 1(5-102) . .g05.10-
_nd* 7 ) 762510 _6136.10° m"

IP
32 32 32




MECANICA |

A tensao médxima é dada pela expressio:

-2 8
me:%9:1000 2,5 17;) _25-10 :40,7.106%
lr 2 61,36-10 61,36 m
N
oo Ty =40, 7MPaourt, =407 —
mm
A - . M, ¢
O angulo de tor¢io (8) pode ser determinado por: 6 = G
e
3 3
101 = 10 =0,0194 rad

- 84-10°-61,36-10° 84-61,36-10

6=0,0194rad=0=1"7

2.8.3 Foérmula do torque em fungdo da poténcia e da
rotacao

Em muitas aplicagées mecinicas, conhecemos a poténcia em quilowatts (kW) e a
frequéncia em rotagées por minuto (rpm) que atuam nos elementos de maquinas.

Para determinarmos o torque, partimos da defini¢do da poténcia (N) (nao con-
fundir com o simbolo de forca N de newton).

notrabalho _F-S_ iy NCEv ) )
tempo t

em que: F = forca (N) e V = velocidade m
S

newton-metro _  joule
segundo segundo

= watt

A unidade de poténcia é:

Da transmissio em eixos circulares, como indicado na ﬁgura 2.60, temos:

Figura 2.60
Transmissao em
eixos circulares.
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* Forca tangencial (F)

d 2M

* Velocidade tangencial (V)

Vzn—dzndn m ouV=@ ﬂ (I11)
T S 60 \ min

em que: N= T ¢ a rotagdo em rpm, e T = periodo.

Substituindo (II) e (IIT) em (I), temos:

No2Mo mdn _aM, MF@.N=9,55N
d 60 30 T N n
" M =955
n

em que: M; = torque (em N -m), N = poténcia (em W), n = rotagao (em rpm).
Se a poténcia for dada em quilowatt (kW), a férmula passa a ser de:
M, =9550- N
m
com, N = poténcia (kW), n = frequéncia (rpm) e M, = torque (N -m)

Exemplo

Determinar o didmetro do niicleo do eixo de um motor elétrico, conforme indi-
cado na figura 2.61, para uma transmissdo direta (somente com torque).

Figura 2.6 1
Exemplo de transmissao
de poténcia.

chaveta

VISTA A
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Figura 2.62
Flexo-torcao para
uma barra de secao

circular constante.

Dados: N =20 hp, n =1160 rpm, 1,4, = 50 MPa, ¢ 1 hp = 0,746 kW
Solucio

N =20-0,746 = 14,92 kW

Mt=9550N=9550~ﬂ=122,8N~m
n 1160
3
TZ%STadm = W, > M _1228:10° W, >2 456 mm®
Wt adm 50

3
Wt=%22456 - olza,/M = d>232mm
Y

2.9 Flexo-torcao

Até o momento, os carregamentos discutidos consideravam efeitos nio combi-
nados, eram apenas de tragio, flexdo ou tor¢do, promovendo assim apenas um
tnico tipo de tensao. Em situagdes mais realistas, no entanto, hd necessidade de
combind-los.

O estudo a ser desenvolvido serd efetuado para barras de segao transversal cir-
cular constante, de materiais que apresentam comportamento ddctil, solicitados
simultaneamente a flexdo e a torgdo e em condi¢io de equilibrio estatico.

2.9.1 Tensao ideal

Sabemos que em uma segdo transversal de um eixo quando solicitado por um
momento fletor (M) e por um momento tor¢or (M,) ocorrem, respectivamente,
tensdes normais (6) e tensdes de cisalhamento (1), representadas de forma esque-
mitica na figura 2.62.

As tensoes G e T variam proporcionalmente com o raio e sao nulas no centro
do eixo.

Eixo longitudinal




Os valores mdximos dessas tensoes se localizam no contorno da secio e valem:

G:M e T_%
w _Wt
3 3
em que: Wzﬂzo,'l-d3 e Wt:ﬂzO,Z-d3
32 6

Como as tensdes normais (G) atuam no plano que passa pelo eixo longitudinal
e as tensoes de cisalhamento (T) no plano transversal perpendicular a esse eixo e
nao podem simplesmente ser somadas, portanto, devemos recorrer a alguns cri-
térios consagrados da resisténcia dos materiais.

Escolhemos o critério da teoria da maior energia de Von Mises, em que:

1) 6,=No*+41° <o, >

e a teoria do maior alongamento de Bach, em que:

2) 6,=0,350+0,65vc” +41° <o,

Essa tensdo ideal (0;) pode ser interpretada como tensao capaz de produzir o
mesmo efeito que a soma da tensio normal (G) e da tensdo de cisalhamento (1),
agindo simultaneamente na segdo transversal da barra, como se fosse submetida
a uma flexao simples.

2.9.2 Cilculo do diAmetro do eixo

Como ha dois critérios diferentes para o dimensionamento de eixos, sio espera-
dos como resultado disso valores ligeiramente diferentes de ambos os métodos.
Dessa forma, desenvolvendo o critério de Von Mises, obtemos:

2 2 2 2 2
Vo2 + 412 < 6,4y = 02 + 472 < Py

2

2
(M) ca| M <02,
W W,

Substituindo, W =0,1-d® e W,=0,2-d3, temos:

M Y M, Y
(are) +(aaw) <o

2p 12 1 2‘M2 2
10df!v| + Od6 : Scidm:
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Figura 2.63

Estrutura sob acdo

de flexo-torcao.

O valor de d é o didmetro da barra solicitada a flexao-torcao.

Desenvolvendo o critério de Bach, obtemos outra equagao para a determinacio
do didmetro.

6,=0,35-6+0,65V0” +41° <o,

2 2
0,35 40,65 (ls] pal MY oo
0,1d 0,1d 0,2d

2812 41 2'M2 ,M2+M2
3’:3M+0,65\/10d!v| + de ‘Scadm:B’;M+6,5 e L <0,y =

(&)

adm

2 2
ﬁdZi/3,5M+6,5\/M my:

Exemplo

Dada uma barra cilindrica, solicitada conforme o carregamento da figura 2.63,
determinar seu diAmetro utilizando os critérios de Von Mises e Bach.

/A\
P
)

Dados: P =2000 N, a =240 mm, / =400 mm ¢ ¢ =40 MPa.
Solucao
A segdo que possui maior solicitagio é o engastamento, local onde se observa o

maior momento fletor, uma vez que 0 momento torgor e a cortante sio constan-
tes para todo o elemento.



O efeito da forga cortante nao é considerado, em razao de seu valor ser desprezi-
vel em relagdo aos dos momentos fletor e torgor.

M=P-/=2000-400=8-10° N-mm
M, =P-a=2000-240=4,8-10°N-mm
As tensdes mdximas ocorrem nos pontos A e B, ¢ os valores dos didmetros cal-

culados pelos critérios 1 e 2 valem, respectivamente, 61,5 mm e 60,5 mm, apds
aplicagao das equagoes, substituindo os valores de M e M,. Assim

10° [(8-105)2 +(4,8.105)2}

Critério 1 =d>? >
40

=d>615mm

3,5-8.10° +6,5,(8-10°) +(4,8-10°)
40

Ciritério 2 :>d2§/ =d>60,5mm

2.10 Flambagem

Uma coluna ou barra submetida a uma for¢a axial de compressao (P) pode,
em virtude desse carregamento, permanecer reta ou curvar-se lateralmente. Se
permanecer reta, é considerada um corpo carregado sofrendo esforcos de com-
pressdo. Ao fendmeno produzido pela passagem de uma para a outra forma em
equilibrio dd-se 0 nome de flambagem.

Barras esbeltas (finas e compridas), solicitadas & compressio, sofrem colapso
quase a0 mesmo tempo em que se atinge a carga limite de flambagem, fato que
se deve a sobreposicio de esforcos internos.

Por exemplo, o aumento de 1% acima da carga critica de flambagem pode
provocar um deslocamento relativo a condigéo inicial (seta f) da ordem de
20% de seu comprimento total (), esquematicamente indicado na figura

2.64. Ou seja:

P=101Pf=f=0,2/

C\

CAPITULO 2

Figura 2.64
Indicacdo de deslocamento
devido a flambagem.
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2.10.1 Carga de flambagem

Denomina-se carga de flambagem (Pj), ou carga critica, a carga axial aplica-
da a uma barra esbelta que faz a barra deixar de ser estdvel (reta) e curvar-se
lateralmente.

A carga de flambagem (Py) para uma barra prismdtica, no regime eldstico, é dada
pela expressao conhecida como férmula de Euler.

/I
Pf:I—z-E-I em que:
f

P; = carga de flambagem, E = médulo de elasticidade,
I = momento de inércia minimo, e |y = comprimento de flambagem

O valor do comprimento de flambagem (l;) depende de como as barras sdo apoia-
das nas extremidades. A figura 2.65 indica condiges possiveis de deslocamentos
para barras esbeltas sob compressio. A figura 2.65a mostra esquematicamente o
perfil de deslocamento para uma condi¢io em que a barra ¢é fixa em uma extre-
midade e livre na outra. Os demais perfis de deslocamento para diferentes tipos
de apoio estao representados nos esquemas b, ¢ e d da figura 2.65.

Figura 2.65
Perfis de deslocamento
para um carregamento
axial de compressao:
a) viga em balanco; /7

b) viga biarticulada

com guia;

C) viga engastada em .
uma das extremidades e
2¢ % i

e articulada na & 4=0,7¢

regiao com guia;
d) viga sem articulagdo
com guia na regiao mével.

a) b) 9 d)

2.10.2 Tensao de flambagem

No instante que precede a flambagem, a tensao de flambagem (o;) ¢ dada por:
o= ()
s

em que: S = drea da segao.
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5— e substituindo em (I), temos:

- i_nz-E-l_an(lj_nz-Elz_TczE
"'s I*s 12 S 12 (|sz
i
n’E
em que

i= fg i: raio de giragao minimo da se¢io transversal

A= f A: indice ou grau de esbeltez da barra

A representagdo grafica da fungao Oy, = f(?\.) , indicada na figura 2.66, recebe
o nome de curva de flambagem.

Figura 2.66
Curva de flambagem.

Ofe

/ Hipérbole de Euler

2
A expressio G, = oz ¢ denominada hipérbole de Euler e nio ¢ vilida para

qualquer valor de A. Para que esteja no regime eldstico, devemos impor:

T’E
Oy = _73 < o,

em que: O, = tensdo de proporcionalidade.
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Figura 2.67
Hipérbole de Euler para
determinado tipo de aco.

Figura 2.68
Exemplo de elemento
sujeito a flambagem.

Aiim = menor valor de A para o qual é vélida a expressio.

Por exemplo, para o ago com E =2-10° oz © c,=2-10 7 » temos:
2-10°
= =n-10-410 =100
lim T 2102 n

Portanto, somente para A 2100 a hipérbole de Euler é aplicdvel, conforme indi-
cado na figura 2.67.

Hipérbole de Euler

100 N

Zona elastica

Quando A <A

im OU O > G, a flambagem ¢ denominada nio eldstica.

Exemplo

Determinar o comprimento dos pun¢oes para estampar uma chapa de ago SAE
1020, nas condicoes livre e guiada. Informagoes adicionais sobre a geometria dos
puncoes sdo indicadas na figura 2.68.

|
\
L 7 mm T " 12

P> l 7 ‘\/ Secaod nca
ATV 22 0 TVA e
| |
| |
|




N N
Dados: € (espessura da chapa) = 2,5 mm; E=2-10° p— Toore = 390 p—

Solucio

Na figura 2.68, notamos que os punc¢oes possuem suas extremidades engastadas.
Dessa forma, as condi¢ées para seu dimensionamento sao:

Livie= =21

Guiada= ,=0,7 |

A forga de corte (F,) para estampar a chapa ¢ obtida por:
Fe = Teorte - Parimetro de corte - espessura

F.=350-2(20 + 7)-2,5 = 47 250N

. 3
I:20 ! =571,7 mm*
2 2
Pﬂ:n 2E|:>|f2:n E-Il
If Pfl

o _T-2:10° 5717

: = =154 mm
47250

Portanto, para o pungio livre, | = 2L.:

If=2L1=154:>L1:%:>L1=77mm

Para o pungio guiado, I, =0,7L:

If:O,7L2:154:>L2:%:L2=220mm

2.1l Centro de gravidade e momento de inércia
2.11.1 Centro de gravidade

Consideremos uma barra de eixo reto e secao transversal constante. Observamos
que a barra pode ser suspensa por fios com movimento apenas de translagao,
conforme indicado na figura 2.69.

CAPITULO 2
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Figura 2.69

Exemplo esquemdtico da
obtencdo do

centro de gravidade.

Figura 2.70
Obtencdo do centro
de gravidade para uma
figura qualquer.

O teorema de—,

Varignon diz que

"o momento de um
sistema de forgas
concorrentes é igual
ao momento da for¢a
resultante ou igual

a soma algébrica

dos momentos das
componentes”.

A linha de agdo da for¢a F, aplicada no encontro dos fios em P, cruza a segao
transversal da barra no ponto G, o qual denominamos centro de gravidade ou
baricentro dessa figura plana, de modo que a barra fique em equilibrio e em
posigao vertical.

O ponto G pode estar localizado na prépria figura ou fora dela.

F
S Fios
; Secdo
Linha de " transversal
acaoda >
forca , Barra

Centro de gravidade de figuras planas

O centro de gravidade (G) de uma figura plana qualquer ¢é localizado pelas co-
ordenadas Xg e Y, como mostra a figura 2.70, em que:

S = drea da figura plana; dS = elemento de drea (drea elementar); G = {Xg, Yg}.

Fazendo analogia com o teorema de Varignon, podemos escrever em relacio

ao eixo X:

jds-y

S'YGZ jds'y = yGZST @
s

e em relacdo ao eixo Y:
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st~x
S:Xg= [ds:x = xq=5—— (II)
! S

em que o simbolo | ¢ chamado integral e significa soma.

Portanto, st X
s

significa a soma do produto de todas as dreas elementares pela correspon-
dente distancia ao eixo Y e é chamado momento estdtico em relag¢ao ao eixo

y (M.

Do exposto conclui-se também que o momento estdtico em relagao ao eixo

x (M,) é:

M, = _[ds~y
S

Logo, as expressoes (I) e (II) podem ser escritas assim:

M
Xezgy e Y= SX = G ={Xs; Ye}

O cixo de simetria de uma figura plana contém o baricentro, isto é, o centro
de gravidade da figura, como mostra o exemplo da figura 2.71.

Se a figura plana apresenta dois eixos de simetria, seu centro de gravidade ¢ a
interseccdo desses eixos.

Figura 2.71

Elemento com simetria.

Eixo de simetria
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Figura 2.72
Centro de gravidade de
figuras planas simples.

Figura 2.73

a) Figura plana
composta por diversas
geometrias simples;

b) figura plana qualquer.

Centro de gravidade de figuras planas simples

O centro de gravidade de figuras planas simples pode ser obtido como mostra a
figura 2.72.

Retangulo Triangulo Circulo
Y - p
G h
R %
| g LJ
b d
G={0;0} GE{O;%} G={0;0}
Semicirculo Quarto de circulo
Yy
Ye
X X
— (n.4R = [4R. 4R
G—{Ofg_n} G—{ﬁfg_n}

Centro de gravidade de figuras compostas

Em diversas ocasi6es, as segoes transversais sio complexas, entretanto, baseiam-
-se em figuras planas simples. O esquema « da figura 2.73 indica uma figura
plana composta por diversas geometrias simples.

De modo geral, para qualquer geometria, o centro de gravidade é igual ao soma-
torio dos produtos da 4rea da figura individual pela respectiva coordenada. O
caso generalizado ¢ indicado no esquema & da figura 2.73.

y y
G1[xm; ym]
GZ[XGZ;yGZ]
1
i i
G[Xg3i Vsl G, X1 Vel i
1
1
Glx.; Yl . i '
' o s | i
_$_ 5[)(GSI YGS] \ 1! : //
GolXes: Yool N Kt ) : ":/’
v N NS
X T ; ; X
a) b) Xa X X,
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Dessa forma, dividindo a figura em 7 partes, as coordenadas do centro de gra-
vidade sao:

n

38

i G

. - SiXg, +SXg, +-.. S X,
e =

S S

S -x
S\, +S,¥6, +-- SV, Z PG
Yo = S S

emque: $=8,+S,+...+S =)' §

Exemplo

Determinar as coordenadas do centro de gravidade da figura 2.74.

Figura 2.74

Y1 _6cm Centro de gravidade

de figuras compostas.

@
P
= G,
o
o
N
[ °
"4
G
———— 4cm
o 16 cm X

Solugao

Inicialmente, dividimos a figura em dois retingulos 1 e 2. Determinamos, en-
t30, o centro de gravidade de cada retAngulo (G; e G,). A seguir, aplicamos as
férmulas de determinagao do centro de gravidade da figura plana.

_ 'S Xg _SXg, 8%,

. (n
S S, +S,

X

_ Zsi 'yG‘ _ S1yG1 + Szye2 (H)
Yo = =
S S,+S,

S,=6-20=120 Cm2—>xG1=30m; Yo, =10 cm

S;=10-4 =40 cm? — x5, =11 cm; yg, =2 cm
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Figura 2.75
LLocalizacdo do centro
de gravidade.

Figura 2.76
Momento de inércia de
uma superficie qualquer.

Substituindo esses valores em (I) e (II), temos:

. _120-3+40-11_800 _
¢ 120+40 160

120-10+40-2 1280 _

_ _1280 _g
Yo =120+ 40 160

Portanto, o centro de gravidade é: G {5 cm; 8 cm}, e a localizagio se faz como
mostrado na figura 2.75.

2.11.2 Momento de inércia

Momento de inércia (I) é uma grandeza escalar. Podemos dizer que é uma pro-
priedade da se¢io transversal. O momento de inércia de uma figura plana dd
uma nocao da resisténcia: quanto maior 0 momento de inércia, mais resistente
¢ a pega.

Definicio do momento de inércia

O momento de inércia de uma superficie de drea finita qualquer em relagio a um
dos eixos do plano, como mostra a figura 2.76, é definido como a integral (so-
matério) dos momentos de inércia de todos os elementos infinitesimais de drea
contidos na superficie em relagao a esse eixo.

X@--




l, = ij -ds

S
l, = sz -ds

S
Observagoes

a) |, e l, sao grandezas cujo valor numérico é sempre maior ou igual a zero.

b) I, e I, sdo grandezas que dependem das caracteristicas geométricas da segao.
¢) As unidades de medida de I, e |, s3o as de comprimento elevadas a 4* poténcia
(m*, cm* mm?* etc.).

Exemplo

Determinar o momento de inércia em relagio a um eixo (Xg) que passa pelo cen-
tro de gravidade de um retAngulo paralelo a sua base, conforme indicado na fi-
gura 2.77.

Xg

Dados: b=2 cm
h=4cm
Solucio
o - . , . bh*
O momento de inércia em relagao ao eixo Xg ¢ dado pela equacio . = T3

desta forma:

wE
L =24 407 1
°T 12

.= 10,7 cm*

Momento polar de inércia

O momento polar de inércia é uma grandeza escalar, assim como o momento
de inércia, entretanto, possui relagio direta com a resisténcia. Ou seja, quanto
maior o momento polar de inércia maior a resisténcia a tor¢ao.

CAPITULO 2

Figura 2.77
Exemplo do momento
de inércia.
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Podemos determinar o momento polar de inércia (Ip) como:

IP::jrz-ds
S

em que I' ¢ a distincia entre o elemento infinitesimal e o polo.

Para uma geometria plana qualquer, podemos observar as dimensées ilustradas

na figura 2.78.
Figura 2.78
Geometria plana qualquer. y
/S
Y ‘ ds
r |
x X
O (Polo)

O momento polar de inércia é a soma de dois momentos de inércia de eixos per-
pendiculares um ao outro, e que cruzam no polo.

Da figura, temos:

l, = J(xz + yz)ds =jx2ds+jy2ds
S S

S
=1+
Exemplo

Determinar o momento de inércia em rela¢io ao centro de uma secgio circular

indicada na figura 2.79.

Figura 2.79
Momento polar de inércia. Ye

X
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Solucao
4

Sabendo que os momentos de inércia em relacdo aos eixos Xg € Yg valem L

vamos aplicar a férmula:

nd4+nd4 _2nd* _nd® | _nd*

64 64 64 32 7 32

b=l +1, =

Moédulo de resisténcia

Define-se 0 médulo de resisténcia (W) de uma superficie plana em relagio aos
eixos baricéntricos Xg e Yg como a relagao entre o momento de inércia (1) relati-
vo a0 eixo que passa pelo centro de gravidade e a distdncia mdxima entre o eixo
e a extremidade da secao transversal analisada.

As dimensoes méximas, esquematicamente ilustradas na figura 2.80, sio obtidas
em fungao do centro de gravidade.

Figura 2.80
Determinacao das

Ya dimensdes médximas em
relacdo ao centroide.

Ymax.

Xg

Xmaéx.

W, = —
me
Iy
W, =
¢ Xm X
Exemplo

eterminar os modulos de resisténcia da seciao plana retangular, indicada na fi-
Det dulos d t d | t 1 dicad fi
gura 2.81, em relagdo aos eixos baricéntricos paralelos aos lados.
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Figura 2.81
Exemplo de cdlculo do
mddulo de resisténcia.

TYG

Xg

Solucio

Sabendo que o momento de inércia em relagao ao eixo Xg é

bh? L _ . ,
IxG = ST e que o momento de inércia em relagio ao eixo Yg é
3
|yG :%, Xmix =§ e Yy =§, temos:
bh?
W = E_ﬁ
* Yo Hh 6
2
hb®
_be _ 12 _hb®
2
2 2
wo=Bht oy het
Xg 6 Yo 6

Translagao de eixos (teorema de Steiner)

Quando o momento de inércia é conhecido para determinado ecixo, é pos-
sivel transportar esse momento a outro eixo desde que este seja paralelo. O
teorema descrito é denominado teorema do eixo paralelo ou teorema de
Steiner.

Uma secio transversal (geometria bidimensional) qualquer, como sugerido na
figura 2.82, possui drea total igual a S. Se 0 momento de inércia é conhecido
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para o eixo Xg, podemos determinar seu momento de inércia em um eixo qual-
quer (X) paralelo cuja dimensao ¢é igual a d.

Figura 2.82

S Representacao esquemadtica
/ do teorema de Steiner.

Xg

Dessa forma, obtemos a seguinte equagao:
_ g2

=1, +S-d

em que: |, = momento de inércia no eixo x.

Exemplo

Determinar o momento de inércia de uma segdo retangular em relagio a um
eixo que passa pela base, como indicado na figura 2.83.

Figura 2.83

Ye Exemplo de aplicacdo

do teorema dos
eixos paralelos.

N

Solucio

3
Sabendo que L, = % e que X // Xg, aplicando a férmula, temos: I, = I, + sd?

3 2 3 3
=2 +b~h(h) o, ot

12 2) 12 4

bh® +3bh®  4bh® bh®
= IX = = el IX = —_—
12 12 3
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Momento de inércia e moédulos de resisténcia

Como para o célculo do momento de inércia exige-se contetido de matemdtica
(célculo diferencial e integral) ainda nao adquirido pelos alunos do ensino mé-
dio, esta e as demais propriedades de figuras planas sio oriundas de tabelas for-
necidas em livros e manuais.

Tabela 2.3
Momento de inércia e Para algumas geometrias simples, sio apresentados na tabela 2.3 o momento de
mddulo de resisténcia inércia axial (l,), momento polar de inércia (I), médulo de resisténcia (W,) e
para geometrias planas. mddulo de resisténcia polar (W,).
G 3 2 | |12 2 b-h?
< bh(b® +h bh W= —
X L ( ) W, =—— P~ 3+18b/h
12 2 12 6
LL»‘ se, h>b
G 4 4 3 o
X = LIV S, P VA
* 64 P32 32 16
b
4
1 /3 bh® =3 w b’ W, =0,05b’
x L=36 P48 =g N
<l b p/ A equilatero P/ A equilitero
4L | =0,5413-a* |, =10825-a* W, =0,5413-a° W, =0,917-a°
X
o S 4 4 a3
X | =2 | =8 w =2 W, =0,208-a°
—v 12 P 6 * 6
a
™
A
4 4 3
/6 N\ | =2 | =2 w - y2a W, =0,208 @’
X 12 P 6 12
D
4 g4 4_ g 4_ 4 4_ g4
G I:n(D —-d") I:71:(D d*) WX:TE(D d*) W:1t(D d*)
X g 64 P 32 32D . 16D
1
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Exemplo

Determinar o valor do didmetro de uma segao circular que tem o mesmo valor do
momento de inércia de uma segao retangular de 2 cm x 5 cm, cujo eixo passa pelo
centro de gravidade paralelo a sua base menor, conforme indicado na figura 2.84.

Figura 2.84
Exemplo de momento
de inércia.
o G ¢ Xg 4XG>
d
2
Solucao
3 3
b 25 5h8om
¢ 12 12
O momento de inércia da se¢io circular em relagiao a um eixo que passa pelo
centro de gravidade é:
4 4
= ﬂ . Dessa forma: md =208 = d'= 64:-20.8

= 64 64 T

~.d=45cm

Exemplo geral

Calcular o0 momento de inércia da figura 2.85 em relagdo a um eixo que passa

pelo centro de gravidade paralelo a base.
Figura 2.85

by Exemplo de caso geral.
6
£ G, 2

|
[
1 |
|

P
|
|
I

d
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Solucao

Como a figura tem um eixo de simetria, definimos o eixo Yy coincidindo com o
eixo de simetria.

Dividimos a geometria em duas figuras simples, 1 e 2, e determinamos G, e G,.

Em seguida, determinamos o centro de gravidade

>'S, X . o
Xg = =5 = 0, pelo fato de esse ponto encontrar-se no eixo de simetria.

DS Ve, Si¥e,*S,'Ys, 6-2.9+2.8-4
Yo S S, +S, 6-2+2-8
108+64 172
=————=—+ = y;=6,14cm
©= 728 28 ¢

Obtidos os valores das coordenadas Xg = 0 e Y = 6,14 cm, localizamos o ponto
G na geometria, conforme indicado na figura 2.86.

Figura 2.86

Indicacdo do centro

6
de gravidade para a |
. | Xg,
geometria proposta. 2 G %
d
[ ]e b
2
8 | G|+
) ’ T X,
2 ‘
S |
|
! X
s 2 |

S IS LIS
IXG = IXG + IXG

L, =[5 +8,-d7)+ (2 +8,-0,?) =

3 3
=g =(6 2 +6.2.2,862]+(%+2.8-2,142)

12

l,, =(4+98,2)+(853+73,3)=1,_ =260,8 cm’

X




